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2. Integration durch Substitution 
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3. Partielle Integration  
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Aufgabe: 

( ) ( )sin sinax bx dx∫  

 



Lösung: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

sin sin

sin cos

sin

1
:

1 1
sin cos

:

1
cos

1 1
sin sin sin cos cos cos

sin

ax bx dx

u dv dx u v du v dx

u ax du a ax dx

dv bx dx

dz
Substitution z bx b dx dz

dx b

dv z dz z
b b

Rücksubstitution z bx

v bx
b

ax bx dx ax bx a ax bx dx
b b

⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅

= ⇒ = ⋅

= ⇒

= ⇔ = ⇔ =

= = −

=

= −

= ⋅ − − ⋅ ⋅ −

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

sin sin cos cos cos
a

ax bx dx ax bx ax bx dx
b b

= − ⋅ + ⋅∫ ∫  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
sin sin sin cos cos cos

cos sin

1
cos sin

1 1 1
sin sin sin cos cos sin sin sin

a
ax bx dx ax bx ax bx dx

b b

u dv dx u v du v dx

u ax du a ax dx

dv bx dx v bx siehe oben
b

a
ax bx dx ax bx ax bx a ax bx dx

b b b b

= − ⋅ + ⋅

⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅

= ⇒ = − ⋅

= ⇒ =

 
= − ⋅ + ⋅ − − ⋅ ⋅ − 

 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

2

2 2

2

2

1 1
sin sin sin cos cos sin sin sin

1
sin sin sin cos cos sin

1
sin sin sin cos

sin sin

sin csin os sin

1

a a
ax bx dx ax bx ax bx ax bx dx

b b b b

a a
ax bx dx ax bx ax bx

b
ax bx dx

ax b

b b

a a
ax bx dx ax bx ax bx

b

b

x dx
b b

a

 
= − ⋅ + ⋅ − ⋅ 

 

= − ⋅ + ⋅ −

+ = − ⋅ + ⋅


+

⋅

⋅




∫

∫

∫ ∫

∫

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
sin cos cos sinsin sinax bx

a
ax bx ax bxx

b b
d


= − ⋅ + ⋅


⋅∫

 



( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

2 2

2

2 2

2

2 2

1
sin cos cos sin

sin sin

1
sin cos cos sin

sin sin

sin cos cos sin
sin sin

a
ax bx ax bx

b bax bx dx
b a

b b

a
ax bx ax bx

b bax bx dx
a b

b

b ax bx ax a bx
ax bx dx C

a b

− ⋅ + ⋅

⋅ =
 

+ 
 

− ⋅ + ⋅

⋅ =
 +
 
 

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
⋅ = − +

+

∫

∫

∫

 

 

 
4. Integration durch Partialbruchzerlegung 
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5 Bestimme Integrale 
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6. Flächeninhalte dieser Figuren 
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7. Rotationsfläche 
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8 Differentialgleichungen 
 
8.1 
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der Räuber onentiell mit er Geburtenrate zu Räuber jagen ausschließlich die Art

Beute Die Räuberpo

α >

"      " "   

 0 . . .   .

pulation nimmt bei Abwesenheit der Art Beute exponentiell mit der

Sterberate ab D h es gilt R Rβ β′> = −

 
           

  .

Diskutieren Sie die Konsequenzen bei einer Koexistenz beider Arten in einem

gemeinsamen abgeschlossenen Lebensraum
 

 

( ) ( ) ( )

:    ,        1

   ln   ln , 0  .

B
Hinweis Nehmen Sie an dass die Wachstumsrate der Beute für R

B

um einen zu R proportionalen Term R verkleinert wird

α

ϕ ϕ

′
= >

⋅ >

 

 
   lg       .Stellen Sie die Differentia leichung auf und lösen Sie die Gleichung  

 
Teillösung:  ?!?!?!? 
 



( ) ( )

( ) ( )

1
ln ln

1
ln ln

d
B R b B

B dt

d
R B r R

R dt

α ϕ

β δ

⋅ ⋅ = − =

⋅ ⋅ = − + =

 

 
b rα ϕ′ = −  

r bβ δ′ = − +  

 

( );

* .

Die Lösung führt auf die Gleichung eines homogenen Oszillators r ln R

schwingt um einen Gleichgewichtswert r
α

ϕ

=

=
 

 
8.2 
 
Viel zu krass ... 

 
8.3 
 
Aufgabe: 

( )4 6 2x y y x′+ + = +  

 
Lösung: 

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( )

1 1

4 4

4

1 6 2
4 6 2

4 4

6 2

4

6 2

4

f x g x

dx dx
f x dx f x dx x x

ln x

x
x y y x y y

x x

x
y e g x e e e dx

x

x
y e

x

−
− + +

− +

+
′ ′+ + = + ⇔ + =

+ +

 ∫ ∫+ ∫ ∫  = ⋅ = ⋅   +   

+
=

+

∫ ∫

��� ���

( )4 x⋅ +
( )( ) ( )

1
4 21

6 2 6
4

ln x
dx x dx x

x
e x C

−
+

 
  = + ⋅ = + +

+ 
 
∫ ∫

....  

 
8.4 
 
Aufgabe: 

24 5y x x′′ = +  

 



Lösung: 
 

( )2

3 2

1

3 2

1

4 3

1 2

4 3

1 2

4 5

4 5

3 2

4 5

3 2

4 5

12 6

1 5

3 6

y dy x x dx

y x x C

y dy x x C dx

y x x C x C

y x x C x C

′′ = +

′ = + +

 
′ ⋅ = + + ⋅ 

 

= + + +

= + + +

∫ ∫

∫ ∫  

 
8.5 
 
Aufgabe: 
2 8 6 0y y y′′ ′− + =  

 
Lösung: 
 

2

2

1/ 2

1 2

:

2 8 6 0

4 3 0

2 4 3

1, 3

Charakteristische Gleichung

k k

k k

k

k k

− + =

− + =

= ± −

= =

 

 

( )

( )

1 2

1 2 1 2

3

1 2

:k x k x

x x

k und k einsetzen in y x C e C e

y x C e C e

⋅ ⋅= +

= +
 

 
8.6 
 
Aufgabe: 
3 18 27 0y y y′′ ′+ + =  

 
Lösung: 

2

2

1/ 2

1

:

3 18 27 0

6 9 0

3 9 9

3

Charakteristische Glechung

k k

k k

k

k

+ + =

+ + =

= − ± −

= −

 

 

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 2

3

1 2

:
k x

x

k einsetzen in y x c x c e

y x c x c e
−

= +

= +
 



 
8.7 
 
Aufgabe: 

2 5 0y y y′′ ′+ + =  

 
Lösung: 

2

1/ 2

1 2

:

2 5 0

1 1 5 1 2 1

1 2 , 1 2

1, 2

Charakteristische Gleichung

k k

k

k i k i

ρ ω

+ + =

= − ± − = − ± −

= − + = − −

= − =

 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

:

2 2

x

x

und einsetzen in y x e A cox x B sin x

y x e A cox x B sin x

ρρ ω ω ω− ⋅

−

= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅
 


