1. Einfache unbestimmte Integrale
1.1.

Aufgabe:

Pz
J

3/.2
X

dx

Lésung:

X ox x2 72 7.2 7 6 =2
X=|—7Fadx=|X"X X=X X=X X=—x" +
J' d .[ gd .[ 2 3 4 J' 23 (g J' 6 d % 6 +C

185 6
=—x6 - x+C=—x"Yx +C
23 23
1.2.

Aufgabe:
I 2b(a+bx) dx

Loésung:

[2b(a+bx) dxzj(Zba+2b2x)dx=2bax+2b2%x2 +C =2bax+b’x* +C

1.3.

Aufgabe:
jsina-cosq) do

Lésung:
J.Sina-COS¢ d@=sin ajcoqu dp=sina-sinp+C

1.4.
Aufgabe:
1
—  d
J-sinz xcostx
Lésung:
J-%dx=j - ! - dX:jl 11 dx =
sin” x-cos” x (sin x-cos x)- (sin x- cos x) 5 sin(2x)- 5 sin(2x)

cos(2x)

4 J- ! dx =(Papula Integral 215) 4-—

=2. 2
sin” (2x) &



2. Integration durch Substitution

2.1.
Aufgabe:
j ! dx
mx+n
Lésung:
. dz 1
Substitution: z=mx+n=>—=m dx=—dz
dx m
1 1 1¢1 1
——dz=— —dZZ—-2\/Z+C

Re substitution: z=mx+n

l-2\/mx+n+C
m

2.2.
Aufgabe:
j ! dx
a—bx
Lésung:

.. dz 1
Substitution: z=a—-bx=>—=-b & dx=——4dz

dx b

1 1 1¢1 1
jz'—zdz:—ijdzz—z'ln(Z)‘i'C

Riicksubstitution: 7 =a—bx

—%-ln(a—bx)+C

2.3.
Aufgabe:
J-;dx
x2Aa* +x?
Loésung:
Substitution:x=a'sinz:@:a-cosz Sdx=a-cosz-dz
CcoS Z

dz
/{'COSZ dz=J- dz =

J-az -sin? z-\/az +(a2 -sin? z) a-sin’ z'Jaz -(1—sin2 z)

COS 7

a’ -sin’ z-\1—=sin’ z

dz



mit sin® z+cos’ z=1& cos’ z=1-sin’ z & cos z =1 —sin’ z ergibt sich:
pas{ 11 1
dz (— Papula Integral 215)= ——cotz+C

J- sin’ z- /(LGS/ 2J- 2 ( ) 2

sin” z a
. CoS 2
mit cot 7 =—
sin 7

ergibt sich :

COS Z

1
——cotz+C=- +C
a

a”-sinz
mit cos® (z) +sin’ (z) =1 & cos z =+1-sin® z ergibt sich:
V1-sin® z

a -S1inzg

.. .. ) ) X
Riicksubstitution : a-sin z = x bzw.sin z = —
a

RSP I i

3. Partielle Integration
3.1

Aufgabe:

j ! dx

In(x)-x

Loésung:

1
! iy xensrice‘ix)xzn X apula Seite :
jln()c).xdx_jln(x)d ( tsprich jf(x)d 1 |f( )|(Ppl Seit, '150)j

f'(x):i; £(x)=In(x) :jln(i)‘xdlen(ln(x))
3.2
Aufgabe:

jx”e‘”‘dx



Lésung:
ju(x) V' (x)dx=u(x) v(x) —Iu'(x) -v(x)dx (Papula Seite :152)
u(x)=x"=u'(x)=nx""

Vix)=e" =v(x)= le“"
a

1 o1 1 ne -
xn‘_eax_jnxn1‘_eax:_xneax__jxn leax
a a a a

3.3

Aufgabe:
jcos’” (x)dx
Lésung:

jcos’" (x)dx = .[cos(x) -cos"™ (x)dx

J-u(x)-v'(x) dx = u(x)-v(x)—.[u’(x)-v(x)dx

u(x)=cos"" (x) = u’(x)=(m—1)-cos"* (x)-—sin(x) (Verkettete Funktion)

) m—l)J-(l—cosz(x))-cos’”‘z(x)dx
x)+(m=1) [cos"™ (x) - cos” (x) dx

i x)+(m—l)jcos’"‘2(x)dx—(m—l).[cos’”(x)dx
cos” (x)dx+(m —1)_[005’” (x)dx =cos"" (x)-sin(x)+(m —I)J'cos’"_2 (x)dx
(1+(m—1))jcos’”(x)dxzcos’”’l(x)-sin(x)+(m—1)jcos’”‘2(x)dx

cos” (x)dx = cos™” (x)-sin (x) + (m_l)J-COSm_Z (x)dx

Aufgabe:
jsin (ax)sin (bx)dx



Loésung:

J-sin(ax) sin (bx) dx
J-u'dv'dxzwv—.[du'v'dx

u =sin(ax) = du = a-cos(ax) dx
dv =sin (bx) dx =

Substitution : 7 = bx & % =b&s dx= ldz
dx b

jdv——jsm =——cos(z)
Riicksubstitution : z = bx

1
=——cos(b
v cos (bx)

—

sin (ax)sin (bx)dx = sin (ax)- —%cos(bx) - Ia -cos(ax)- —%cos(bx)dx

—

sin (ax)sin (bx)dx = —%sin (ax)-cos(bx)+ %J-cos (ax)-cos(bx)dx

J-sin (ax)sin(bx)dx = —%sin (ax)-cos(bx)+ %J-cos (ax)-cos(bx)dx
J-u'dv'dxzwv—jdu'v'dx
u = cos(ax) = du = —a-sin(ax)dx

dv =cos(bx)dx = v = %sin (bx) (siehe oben)
ax)sin (bx)dx = —%sm(ax) cos (bx) +%(cos(ax) %sin(bx)—j—a -sin (ax)- —%sin(bx)dxj

sin (ax)sin (bx)dx = —%sin(ax)cos(bx)+%(cos(ax)%sin(bx)—%jsin(ax)~sin(bx)dxj

2

Jsin
J
jsm ax)sin (bx) dx——%sm(ax) Cos(bx)+cos(ax)-b%sin(bx)—Z—zjsin(ax)-sin(bx)dx
J

2
sin (ax)sin (bx) dx+Z—Isin(ax)~sin(bx)dx=—%sin(ax)'cos(bx)+cos(ax)~[%sin(bx)

1+ j sin (ax) - sin (bx)dx =—%sin(ax)cos(bx)+cos(ax)~bi2sin(bx)



L in (ax)-cos(bx)+cos(ax) 'b% sin (bx)

jsin (ax)-sin(bx)dx =

2 aZ
bz+sz
——sin (ax)-cos(bx)+ cos(ax) %sm(bx)
i -sin(bx)dx =
jsm(ax) sin (bx)dx Y
b2
jsin(ax) sin(bx)dy = _ b-sin(ax) cos(bxz)—C(z)s(ax) -a-sin (bx) i
a +b
4. Integration durch Partialbruchzerlegung
4.1
Aufgabe:
j 25)C+1 I
X +x-2
Lésung:
A 2 B(x-1
J- 25x+1 dx:j Sx+1 dxzj- (x+2) . (x-1) 0
X +x-2 (x—1)(x+2) (x—=1)(x+2) (x+2)(x-1)

5x+1=A(x+2)+B(x-1)
fiir x = =2 ergibt sich:5x+1=B(-2-1) < -9=-3B < B=3
fiir x =1ergibt sich:5x+1=A(1+2) < 6=3A< A=2

dx+3[——=dr=2In(x—1)+3In(x+2)+C

| 207) + Cail] dx =2
(x=1) (x+7)  (x+2) (x~T)

1 1
(x—1) (x+2)

4.2

Aufgabe:
(3x° +5x” —29x - 25)
J- > dx
x +x—-12




Loésung:

(3% +5x% —29x—-25): (¥ +x—12) =3x+2+ ox-l
x +x-—12
—(3x3 +3x2 —36x)
2x* +7x=25
—(2x* +2x-24)
Sx—1
~ - A(x-3 B(x+4
X +x-12 (x+4)(x-3) (x+4)(x-3) (x+4)(x-3)

5x-1=A(x-3)+B(x+4)
fiir x = —4 ergitbt sich: -21=-TA< A=3
fiir x =3 ergitbt sich:14=7B < B =2

3(3-3) 2 (x+4) 3 2

=3x+2+ + =

(cr4) (5] (o) (x-3) (8 (+=3)

3jx dx+j2 dx+3j(xi4)dx+2_[(xi3)

3x+2+

dngxz+2x+31n(x+4)+2ln(x—3)+C

5 Bestimme Integrale
5.1

Aufgabe:
3
J- (2x +3x° ) dx

0

Loésung:
3

3 3 3 3
j(2x+3x2)dx=IZxdx+j3x2dx:{Z-%x2} J{z{%f} =32 -0+3 -0=9+27=36
0 0 0

0

5.2

Aufgabe:
S

J- 2x* 49

0

dx



Loésung:

sy sy s |
Ay S SN S E—,
) 2049 g 9(2’62*1) 95 Hﬁ J }
9 —x | +1
3

Substitution :—2x =z=>dz= _de & odx = idz

3 3 B
JLs JL5
1 1 1 1 Jis
— Pa ula Seite : 148 arctan z
9! 1\/_ 3J§£z+1 P )= ﬁ[ Iy

o 2
Riicksubstitution : 7 = —x

J15
T{arctan(ﬁxﬂ =$(arotan(€ LSJ_MJ_?M“”[\/?}

0

20,1234
6

m

5.3

Aufgabe:

2
.[ sin x - sin (x — @) dx

0

Lésung:

2z

.[ sin x - sin (x — @) dx = Tsinx'(sin(x) -cos (@) —sin (@) cos(x))dx =

2fsin2 (x)-cos(¢)—sin(@)-sin(x)-cos(x)dx = cos(qo)zfsin2 (x)dx— sin((p)zfsin(x) -cos (x)dx

Integral in Teil int egrale zerlegen :

Erster Teil :

2z

cos((/))jsm (x)dx=cos(¢@ fé 1—cos(2x))dx=cos(¢))%2f(l—cos(2x))dx=

0

cos((p)EI:x—sin(Zx):Iz” = cos((p)%(Zﬂ'—sin(Z-Zﬂ)) =cos(@)-7

Zweiter Teil :



2z

sin (@) J. sin (x)- cos(x)dx

0

Subsubstitution : sin (x) = z = dz = cos(x)dx & dx = dz

sin((p)sz'z-

Riicksubstitution : 7 = sin (x)

sin((/))%-[sin2 (x)](z)ﬂ = sin((p)% : {sin2 (27) —sin’ (0)} =0

cos(x)

2z
! dzzsin(¢).[zdz:sin(¢)'[1zz}
X 0 2

2z

C 0

Integrale wieder zusammensetzen :

cos(¢)-r—0=cos(@)-7

6. Flacheninhalte dieser Figuren
6.1
Aufgabe:

Die Fliche einer gleichseitigen Hyperbel xy =1 in den

Grenzen zwischen x, =1 und x, =3 ist zu bestimmen!

Lésung:

1
xy=1=)y=;

Integration :
3

j%dx: [In(x)] =1n(3)- Inf1] =1In(3) =1,0986

1

6.2
Aufgabe:

Berechnen Sie das Flichenstiick zwischen der Sinus - Funktion und

der Cosinus - Funktion in den Grenzen von %75 bis %75.



Loésung:

Eine Moglichkeit -

2 jfsin(x)dx—Z-Tsin(x) :2([—cos(x)]z—2[—cos(x)]§j:

2 (-costm)=cos(0) 2 e[ - —on(o) |

(1+1) —2(—cos(%j+ln - 4—4(—cos(%j+1] ~2,828

7. Rotationsflache

\S}

7.1

Aufgabe:

Wie grof3 ist die Mantelfliiche, die durch Rotantion der Parabel y* = 4x

um die x - Achse in den Grenzen x, =0 und x, = 4 entsteht?

Lésung:

b
M = 27[_[ yw/1+(y')2 (Papula Seite :170)

a=x =0|[b=x, =4||y=2Jx||y' =

R
Jx
4 4
M =47zj& /1+ldx=47£.[\/x+1'dx
0 X 0
Substitution : x+1=7 = dz = dx

4 37
M =4ﬂjx/z-dz=4ﬂ[§zz}
0

0

Riicksubstitution : z = x+1

34 3
M=§7L' ()c+1)E =§7L' 52 +1 =§75'10,18
3 3 3

0
7.2
Aufgabe:

Es ist die Oberfliche der Halbkubel zu berechnen.



Loésung:
Formel fiir die Berechung von Mantelfliichen :

b
M, = 27[-.[y\/1+ (y")’ dx (Papula Seite :170)

Mittelpunktsgleichung eines Kreises :
+yi=r (Papula Seite :115) & y=Vr’+x

Syt gy

2
AN N e

yund y’in M einsetzen :

M :2x-rvc?:;: I+| -
=2

2

2
dx<:>MX=27L'-.[\/r2—x2 1+—2dx

2 2
r —Xx

ey

X (2% X’ (2%

Mx=27£-.[ rP—x+ dx<:>Mx=27z'-.[ rrex+————dx

: 23 2=7
M =27Z-r\/r2—x2+x2dx(:)M =27Z-rr-dx=27r x| =2x(r* +r*)=4xr’
X I X —r

Oberfliche der Halbkugel :

_ X _ 2
MHalbkugel - ) = MHalhkugel =27r

8 Differentialgleichungen
8.1
Aufgabe

Zwei Arten stehen in einem " Rduber - Beute"-Verhdiltnis. Die " Beute" nimmt in Abwesenheit

der "Rduber" exponentiell mit der Geburtenrate o >0 zu. "Rduber" jagen ausschlieflich die Art
"Beute". Die " Rduberpopulation" nimmt bei Abwesenheit der Art " Beute" exponentiell mit der
Sterberate >0 ab. D.h. es gilt R"=—fR.

Diskutieren Sie die Konsequenzen bei einer Koexistenz beider Arten in einem

gemeinsamen abgeschlossenen Lebensraum.

’

B
Hinweis : Nehmen Sie an, dass die Wachstumsrate o = Eder Beute fiir R > 1

um einen zu In(R) proportionalen Term @-1n(R), (¢ > 0)verkleinert wird.

Stellen Sie die Differentialgleichung auf und losen Sie die Gleichung.



1 d

— £ .B=a-¢hn(R) b=In(B
L4 eagin(r) b=m(p)
L4 e pism(B) r=In(R)
R dt

b =a-or

r'=—B+0b

Die Losung fiihrt auf die Gleichung eines homogenen Oszillators; r = ln(R )

. . . . o
schwingt um einen Gleichgewichtswert r* = —.

@
8.2
Viel zu krass ...
8.3
Aufgabe:
(4+x)y +y=6+2x
Loésung:
, , 6+2x
4+ +y=6+2x =y + =
(434 Y T ) T )
— —
f(x) g(x)
y:e_jf(x)dx(fg(x)'ejf(x)dx)=eI(‘;x j6+2x ej(“ii")dxdx
(4+x)
—ln 4+x) 6+2x (In 4+x))7] 1
= dx 6+2xdx=
{ M M ] I T
8.4
Aufgabe:

y’ =4x* +5x

6x+x +C
(6x+x+C)



Loésung:

jy"dy = I(4x2 +5x) dx

’

4 5.5
=—x"+—x +C
y 3 > 1

jy'-dyzj(%f +%x2 +Clj-dx

5
y=—x'+=x

17 +Cx+C,

y=%x4 +%x3 +Cx+C,

8.5

Aufgabe:
2y -8y"+6y=0

Loésung:

Charakteristische Gleichung :
2k* -8k +6=0

k> —4k+3=0
k,,=2+4-3

k=Lk,=3

k, und k, einsetzen in y(x)=Ce"* + C,e"™ :

y(x)=Ce" +C,e™

8.6

Aufgabe:
3y"+18y +27y=0

Loésung:
Charakteristische Glechung :

3k +18k+27=0

kK> +6k+9=0
k,, =-3%+9-9
k =-3

k, einsetzen in y(x)=(c,x+c,)e" :

y(x)=(cx+c,)e™



8.7

Aufgabe:
y'+2y'+5y=0

Lésung:
Charakteristische Gleichung :

k*+2k+5=0

ki, =—-1+1-5=—1+2J-1
k, =—1+2i, k, =—1-2i
p=—lL,w=2

p und @ einsetzen in y(x)=e " (A-cox(wx)+ B sin(wx)):

y(x)=e" (A cox(2x)+B-sin(2x))




